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あらまし　グラフ上で定義された蔵本モデルとその連続極限に関する講演者の最近の研究成果を

紹介する．
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Abstract Recent results of the speaker on the Kuramoto models defined on graphs and their continuum
limits are described.
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1. はじめに
グラフ 𝐺𝑛⟨𝑉 (𝐺𝑛), 𝐸 (𝐺𝑛),𝑊 (𝐺𝑛)⟩ 上で定義され
た，自然振動数を有する次の蔵本モデル [2]を考える．
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𝑖 ∈ [𝑛] := {1, 2, . . . , 𝑛}, (1)

ここで，𝑛は節点数，𝑢𝑛𝑖 (𝑡) ∈ S1 = R/2𝜋Zと 𝜔𝑛
𝑖 ∈ R

は節点 𝑖 ∈ [𝑛] における振動子の位相と自然振動数，
𝐾 は結合係数である．𝑉 (𝐺𝑛) = [𝑛]と 𝐸 (𝐺𝑛)は，そ
れぞれ，節点集合と枝集合であり，𝑊 (𝐺𝑛)は重み行
列で (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (𝐺𝑛) のとき (𝑊 (𝐺𝑛))𝑖 𝑗 = 𝑤𝑛
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lim𝑛→∞ #𝐸 (𝐺𝑛)/(#𝑉 (𝐺𝑛))2が正のとき稠密，零のと

きスパースであり，稠密な場合は 𝛾 = 0，スパース
な場合は 𝛾 ∈ (0, 1

2 ) として 𝛼𝑛 = 𝑛−𝛾 とする．
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[(𝑖 − 1)/𝑛, 𝑖/𝑛) for 𝑖 < 𝑛;

[(𝑛 − 1)/𝑛, 1] for 𝑖 = 𝑛,

とし，𝑊 ∈ 𝐿2 (𝐼2) を非負関数とする．グラフ 𝐺𝑛,
𝑛 ∈ N,が確定的ならば
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とし，確率的稠密ならば確率

P((𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (𝐺𝑛)) = ⟨𝑊 (𝑥, 𝑦)⟩𝑛𝑖 𝑗
で，確率的スパースならば確率
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で 𝑤𝑛
𝑖 𝑗 = 1とする．

𝑛 ≫ 1のとき，蔵本モデル (1)は連続極限
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により近似できることが証明されている [1,3]．ここ
で，次の関係を仮定している．
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以下では，𝑎 > 0を定数として 𝜔(𝑥) = 𝑎(𝑥 − 1
2 ) と

し，自然振動数 𝜔𝑖 , 𝑖 ∈ [𝑛],が等間隔に配置された場
合を考える．

2. 古典蔵本モデル
𝐺𝑛 が完全グラフ，すなわち，𝑤𝑖 𝑗 = 1, 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛],
である古典的な蔵本モデルに対して，節点数 𝑛が奇

数で，𝑛0 ∈ Nとして 𝑛 = 2𝑛0 + 1，𝜈 = 𝑎/𝑛とおく．
𝜎 = {𝜎𝑖}2𝑛0

𝑖=1 を各項が 𝜎𝑖 ∈ {−1, 1} (𝑖 ∈ [2𝑛0]) で与
えられる数列とし，それら全体の集合を Σ𝑛0 と表す．

各 𝜎 ∈ Σ𝑛0 に対して関数 𝜒𝜎 : [0, 1] → Rを
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と定め，
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とおく．さらに，𝜃 ∈ S1 をパラメータとして

𝑢𝑛0+1 = 𝜃, 𝑢𝑖 =


𝑣𝜎𝑖 + 𝜃 for 𝑖 ≤ 𝑛0;

𝑣𝜎𝑖−1 + 𝜃 for 𝑖 ≥ 𝑛0 + 2
(3)

とする．

定理 1 (矢ヶ崎 [3]). (i) ある 𝜎 ∈ Σ𝑛0 と 𝐾 > 0に対
して 𝜉 ∈ (0, 1] が 𝑎/𝐾 = |𝜒𝜎 (𝜉) | を満たすもの
と仮定する．このとき，式 (3)は蔵本モデル (1)
の平衡点の族を与え，他の平衡点は存在しない．

(ii) 𝐾 を制御パラメータとした場合，|𝜒𝜎 (𝜉) | が
(0, 1)上で極大あるいは極小となるときサドル・
ノード分岐が起こり，𝐾 = 𝑎/|𝜒𝜎 (1) |のときピッ
チフォーク分岐が起こる．

(iii) すべての 𝑖 ∈ [2𝑛0] に対して 𝜎𝑖 = 1 ならば，
𝜒𝜎 (𝜉)は唯一の極大値をもち，そのときの 𝜉の

値を 𝜉0 とすると，平衡点の族 (3)は 𝜉 < 𝜉0 の

とき漸近安定，𝜉 > 𝜉0のとき不安定となる．一

方，ある 𝑖 ∈ [2𝑛0] に対して 𝜎𝑖 ≠ 1ならば，平
衡点の族 (3)はつねに不安定である．

3. 連続極限
各 𝜎 ∈ Σ2𝑛0 に対する蔵本モデル (1) の平衡点の
族 (3)の 𝑛→ ∞の極限から連続極限 (2)の連続解お
よび非連続解の 1パラメータ族が得られる．特に，
𝐾/𝑎 ≥ 2/𝜋のとき，𝜃 ∈ S1 を任意定数，𝐶 > 0を
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を満たす定数，

𝑈 (𝑥) = arcsin

(
𝑎(𝑥 − 1

2 )
𝐾𝐶

)
として，次の連続解の 1パラメータ族を有する．

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑈 (𝑥) + 𝜃, (4)

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜋 −𝑈 (𝑥) + 𝜃 (5)

定理 2 (矢ヶ崎 [3]). 連続解の族 (4)は漸近安定であ
る．一方，連続解の族 (5)とすべての不連続解の族
は不安定である．

注意 3. 1以上の有限個の 𝑖 ∈ [𝑛] を除いて 𝜎𝑖 = 1で
あるならば，定理 1により不安定である蔵本モデル
(1)の平衡点の族 (3)は，𝑛→ ∞のとき連続極限 (2)
の漸近安定な解 (4)に 𝐿2 (𝐼) の意味で収束する．こ
れは一見奇妙であるものの，結合振動系と連続極限

の関係性に関する文献 [1, 3]の結果と矛盾しない．

講演では，蔵本モデルと連続極限に関する，講演

者の最近の他の結果にも触れる．
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