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あらまし　一様グラフ上で定義されたランダムな自然振動数をもつ蔵本モデルに対して，全振動

子が同じ振動数で同期する状態を目標軌道とするフィードバック制御を行う問題を取りあげる．

先行研究に基づき，自然振動数がランダムかつフィードバック制御を受ける場合に対しても連続

極限の手法が有効であることを示す．
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Feedback control of the Kuramoto model with random natural
frequencies defined on uniform graphs
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Abstract We study feedback control of the Kuramoto model (KM) with random natural frequencies
on a uniform graph which may be complete, random dense or random sparse, so that each node is
desired to exhibit a constant rotational motion.We show based on the previous results that the method
of continuum limits is still vaild even when the natural frequencies are random and the feedback control
is applied.
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uniform graph

1. 蔵本モデルと連続極限
次式で与えられる，重み付きグラフ 𝐺𝑛 =

⟨𝑉 (𝐺𝑛), 𝐸 (𝐺𝑛),𝑊 (𝐺𝑛)⟩上で定義された蔵本モデル
[1]のフィードバック制御を考える．
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𝑖 ∈ [𝑛] := {1, 2, . . . , 𝑛} (1)

ここで，𝑛は節点数，𝑢𝑛𝑖 (𝑡) ∈ S1と 𝜔𝑛
𝑖 ∈ Rは，それ

ぞれ，節点 𝑖における振動子の位相とランダムな自

然振動数を表し，全振動子が同じ振動数𝑉1 > 0で同
期するように目標軌道は 𝑉 (𝑡) = 𝑉1𝑡 +𝑉0 (𝑉1, 𝑉0は定

数)とする．また，𝐾 と 𝛼𝑛は，それぞれ，結合係数

とスケーリング因子，𝑏1と 𝑏0は，それぞれ，フィー

ドバック・ゲインと定常入力である．

一方，𝑉 (𝐺𝑛) = [𝑛]と 𝐸 (𝐺𝑛)は，それぞれ，節点集
合と枝集合，𝑊 (𝐺𝑛)は重み行列で，(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (𝐺𝑛)の
とき (𝑊 (𝐺𝑛))𝑖 𝑗 = 𝑤𝑛

𝑖 𝑗，それ以外は (𝑊 (𝐺𝑛))𝑖 𝑗 = 0と
する．グラフ 𝐺𝑛 は lim𝑛→∞ #𝐸 (𝐺𝑛)/(#𝑉 (𝐺𝑛))2 > 0
のとき稠密，0のときスパースであり，稠密な場合𝛾 =

0，スパースな場合 𝛾 ∈ (0, 1
2 )として𝛼𝑛 = 𝑛−𝛾とおく．
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以下では，𝐺𝑛は一様，𝑊 (𝐺𝑛)は対称で，𝑝 ∈ (0, 1]
を定数として，確定稠密な場合は 𝑤𝑛

𝑖 𝑗 = 𝑝，確率稠密

な場合は確率 P((𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (𝐺𝑛)) = 𝑝で，確率スパー
スな場合は確率 P((𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (𝐺𝑛)) = 𝛼𝑛 min

(
𝛼−1
𝑛 , 𝑝

)
で 𝑤𝑛

𝑖 𝑗 = 1，それ以外は 𝑤𝑛
𝑖 𝑗 = 0とする．

文献 [2]の結果により，自然振動数が確定的で，
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∫
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𝜔(𝑥)d𝑥,
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[(𝑖 − 1)/𝑛, 𝑖/𝑛) for 𝑖 < 𝑛;

[(𝑛 − 1)/𝑛, 1] for 𝑖 = 𝑛,
𝑖 ∈ [𝑛],

を満たすとき，式 (1)は次の連続極限で近似できる．
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+ 𝑏1 sin(𝑉 (𝑡) − 𝑢(𝑡, 𝑥)) + 𝑏0,

𝑥 ∈ 𝐼 := [0, 1] (2)

2. 主結果
𝜔𝑛
𝑖 , 𝑖 ∈ [𝑛] を [− 1

2𝑎,
1
2𝑎] 上で確率分布 𝐹 (𝜔)

(𝐹′ (𝜔) > 0) に従う独立同分布の確率変数，𝜉𝑛 :
[𝑛] → [𝑛] を

𝜔𝑛
𝜉𝑛 (1) < . . . < 𝜔
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を満たすランダム順列，𝑇𝜉𝑛 : T𝑛 =
∏𝑛

𝑖=1 S
1 → T𝑛を

𝑇𝜉𝑛 (𝑢𝑛1 (𝑡), . . . , 𝑢
𝑛
𝑛 (𝑡)) = (𝑢𝑛𝜉𝑛 (1) (𝑡), . . . , 𝑢

𝑛
𝜉𝑛 (𝑛) (𝑡))

で定義されるランダム作用素とする．文献 [3]の結
果を用いることにより次の定理を得る．

定理 1. 𝜔(𝑥) = 𝐹−1 (𝑥) とし，u(𝑡), ū(𝑡) を連続極限
(2)の解とする．このとき，確率 1で次が成り立つ．

(i) u𝑛 (𝑡)が初期条件 lim𝑛→∞ ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (0) − u(0)∥ = 0
を満たす式 (1) の解ならば，∀𝜏 > 0 に対して
lim𝑛→∞ max𝑡∈[0,𝜏 ] ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (𝑡) −u(𝑡)∥ = 0となる．

(ii) ū(𝑡) が安定ならば，∀𝜖, 𝜏 > 0 に対して
𝛿 > 0 が存在し，𝑛 > 0 が十分大きいとき
∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (0) − ū(0)∥ < 𝛿 を満たす式 (1) の任
意の解 u𝑛 (𝑡) は max𝑡∈[0,𝜏 ] ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (𝑡) − ū(𝑡)∥ <
𝜖 となる．さらに，ū(𝑡) が漸近安定ならば，
lim𝑡→∞ lim𝑛→∞ ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (𝑡) − ū(𝑡)∥ = 0となる．

(iii) ū(𝑡)が不安定ならば，∀𝜖, 𝛿 > 0に対して 𝜏 > 0が
存在し，𝑛 > 0が十分大きいとき式 (1)のある解
u𝑛 (𝑡)は ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (0) − ū(0)∥ < 𝛿かつ ∥𝑇𝜉𝑛u𝑛 (𝜏) −
ū(𝜏)∥ > 𝜖 を満たす．
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図 1: 蔵本モデル (1) の数値シミュレーション結果
(𝑛 = 1000, 𝑎 = 1, 𝑝 = 1, 𝐾 = 0.5, 𝑏1 = 0.2) (a)時刻歴
応答; (b)定常応答の目標軌道からの偏差 (𝑡 = 100)

定理 1より，連続極限 (2)の漸近安定な解は，適
切なランダム順列の下で蔵本モデル (1)において漸
近安定解のように振る舞う．

3. 数値シミュレーション
目標軌道のパラメータ 𝑉1, 𝑉0 = 1の場合の蔵本モ
デル (1)に対して数値シミュレーションを行った．図
1に完全単純グラフに対する結果を与える．図 (a)は
時刻歴応答であり，速やかに同期状態に到達してい

る．図 (b)では定常応答と連続極限 (2)の特解 [4]の
目標軌道からの偏差がプロットされており，両者は

完全に一致している．
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