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あらまし　リカレントニューラルネットワーク (RNN)を用いた情報処理、特にリザバーコンピュー
ティング (RC)の性能は、その内部ダイナミクスに強く依存する。本研究では、RNNのダイナミ
クスと計算能力に関する 2つの主要な問題、(1)入力が一部のニューロンに限定される（部分入
力）場合のカオスダイナミクスの制御、および (2)計算能力（記憶容量・非線形計算能力）が読
み出しニューロン数に応じてどのようにスケールするかに焦点を当てた。(1)について、条件付
き最大リアプノフ指数 (MCLE)を解析的に導出し、カオス抑制には臨界的な入力ニューロン割合
𝑝𝑐 が存在し、その値はネットワークの自発的なカオスの強さ 𝜆0 のみで決まる普遍的な関数で記
述できることを示した。(2)について、読み出しニューロン数 𝐿の増加に対し、記憶容量 (MC)は
ニューロン間相関の影響で亜線形的にしか増加しないこと、一方で非線形計算能力 (IPC𝐷 , 𝐷 ≥ 2)
は 𝐿の増加に伴い逐次的かつ超線形的に出現することを発見した。これらの結果は、効率的な情
報処理を実現する RNNの設計原理に理論的基盤を与えるものである。
キーワードリカレントニューラルネットワーク,リザバーコンピューティング,カオス,リアプノ
フ指数,ニューロン相関,記憶容量
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Abstract The performance of information processing using recurrent neural networks (RNNs), espe-
cially in Reservoir Computing (RC), strongly depends on their internal dynamics. This study focuses
on two key issues: (1) the control of chaotic dynamics when inputs are restricted to a subset of neurons
(partial input), and (2) how computational capabilities (memory capacity and nonlinear capability)
scale with the number of readout neurons. For (1), we analytically derived the conditional maximum
Lyapunov exponent (MCLE) and demonstrated the existence of a critical input neuron proportion 𝑝𝑐 for
chaos suppression. We proved that 𝑝𝑐 is intrinsically determined solely by the strength of spontaneous
chaos, 𝜆0. For (2), we found that as the number of readout neurons 𝐿 increases, memory capacity (MC)
exhibits sublinear scaling due to the influence of neuronal correlations. Conversely, we discovered that
nonlinear computational capabilities (IPC𝐷 , 𝐷 ≥ 2) emerge sequentially and supralinearly with increas-
ing 𝐿. These findings provide a theoretical foundation for designing efficient RNNs for information
processing.
Key words recurrent neural network, reservoir computing, chaos, Lyapunov exponent, neuronal corre-
lation, memory capacity
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1. はじめに
リカレントニューラルネットワーク (RNN)は、そ
の豊かな内部ダイナミクスに基づき、脳の情報処理
モデル や、時系列データ処理の機械学習フレーム
ワークであるリザバーコンピューティング (RC) の
基盤として広く用いられている [1,2]。RCの計算能
力は、ネットワークがカオス的な自発活動を示しつ
つも、入力駆動下ではカオスが抑制されて安定に応
答する「カオスの縁 (edge of chaos)」と呼ばれる状
態で最大化されると経験的に知られている [3]。
しかし、(1)どのようにネットワークを「カオスの
縁」へ制御するか、特に実用上多い、一部のニュー
ロンのみに入力が与えられる「部分入力」のケース
でのカオス抑制メカニズム、(2) RCの計算能力が、
リソース量（特に読み出しニューロン数 𝐿）の増加
に伴いどのようにスケールするか、という 2点は理
論的に未解明な点が多かった。本研究では、これら
2つの問題の理論的解明に取り組んだ（図１上）。

2. 部分入力によるカオス抑制
入力駆動下の RNNが初期状態によらず入力のみ
に依存した状態に収束する性質（Echo State Property,
ESP）は、RCが機能するための必要条件である。こ
の性質は、条件付き最大リアプノフ指数 (MCLE, 𝜆)
が負（𝜆 < 0）であるかによって判定できる。
我々は、入力を受け取るニューロンの割合を 𝑝と
する部分入力 RNNにおいて、MCLEを解析的に導
出した。その結果、 𝑝 がある臨界値 𝑝𝑐 より小さい
場合、入力強度をどれだけ増強しても 𝜆は正のまま
であり、カオスを抑制できないことが明らかになっ
た。一方、 𝑝 > 𝑝𝑐であれば、入力強度を増大させる
ことで 𝜆 < 0を達成し、カオスを抑制できる（図 1
下）。
さらに、この臨界入力割合 𝑝𝑐は、一見するとネッ
トワークの結合強度 𝑔や疎性 𝛼など様々なパラメー
タに依存するように見える。しかし、入力がない状
態でのカオスの強さ（最大リアプノフ指数 𝜆0)を用
いて整理すると、𝑝𝑐 は 𝑔や 𝛼の値によらず、𝜆0 の
みによって決まる単一の普遍的な関数で記述できる
ことを理論的に証明した [4]。これは、𝑝 > 𝑝𝑐 を満
たしさえすれば、入力強度を調整するだけでネット
ワークを「カオスの縁」(𝜆 ≈ 0)に制御できることを
示唆する。
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図 1: (上図)部分的な入力または部分的な出力の場合
の計算能力 (下図) 𝑝𝑐と 𝜆∞（無限大入力時のMCLE）
の関係。曲線より下の部分入力の割合では、再現性
のあるレザバー計算として活用できない。

3. 計算能力とニューロン相関
RCの計算能力は、読み出しニューロン数 𝐿 が多
いほど向上すると期待される。我々は、RCの主要
な性能指標である記憶容量 (MC)と非線形計算能力
(IPC) が、𝐿 に対してどのようにスケールするかを
検証した。
まず、MCは Lに対して線形に増加する (MC∝L)
と長らく信じられてきたが、我々の数値シミュレー
ションにより、MCの成長率は Lの増加に伴い鈍化
する「亜線形スケーリング」を示すことを見出した
(図 2上)。このメカニズムを理論的に解明するため、
我々は読み出しニューロン数 Lがネットワークサイ
ズ Nの平方根のオーダー (𝐿 ∼ 𝑂 (

√
𝑁))で増加する

という、従来の研究 (𝐿 ∼ 𝑂 (1)) とは異なるスケー
リングを仮定した。この仮定のもと、従来の研究で
は無視されてきたニューロン間の微弱な相関 (その
大きさは 𝑂 (1/

√
𝑁)) を考慮可能な理論的枠組み (動

的キャビティ法 [5])を構築した。その結果、この亜
線形スケーリングはニューロン相関によって引き起
こされることを理論的に示した。ニューロン相関が
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図 2: (上図)情報処理容量 (IPC)の 𝐿への依存性。記
憶容量 MCは 𝐿 に対し亜線形的に増加する。 𝐿 の
増加に伴い、MC (𝐷 = 1) の成長は鈍化し、代わり
に高次の非線形能力 (𝐷 = 3, 5, . . . )が逐次的かつ超
線形的に出現する。偶次数が無いのは、系の対称性
から原理的に演算不可能であるため。

強いほど、MCの成長率はより速く減衰する。この
原理は、活性化関数や重み分布が異なる多様なRNN
においても成立することを数値的に確認している。
次に、MCの成長が鈍化する一方で、その分のリ
ソース（𝐿 の増加分）が何に使われているかを IPC
の枠組みで調査した [6]。その結果、𝐿 が増加する
につれて、より高次の非線形計算能力（IPC𝐷 , 𝐷 =

3, 5, . . .）が、低次から高次へと逐次的かつ超線形的
に出現することを発見した（図 2下）。この線形メ
モリ (MC) と非線形計算能力 (IPC𝐷) のトレードオ
フ、および非線形能力の逐次的出現は、カオス状態
やノイズのある系など、理論的制約（∑

IPC𝐷 = 𝐿）
が成り立たない場合でも普遍的に観測された。この
スケーリング則もまた、ニューロン相関によって支
配されている可能性が示唆される [7]。

4. 結論
本研究では、RNN の情報処理ダイナミクスに関
し、(1) 部分入力によるカオス制御における臨界入
力割合 𝑝𝑐 が、ネットワークの自発的なカオスの強

さ 𝜆0 のみで決まる普遍性を持つこと、(2) RCの計
算能力スケーリングにおいて、読み出しニューロン
数 Lがネットワークサイズ Nの平方根のオーダー
(𝐿 ∼ 𝑂 (

√
𝑁)) で増加する場合、ニューロン相関が

記憶容量の亜線形化と非線形能力の逐次的出現とい
うトレードオフを生み出すメカニズムを明らかにし
た。これらの知見は、リザバーの効率的な設計や、
脳における情報処理の理解に理論的貢献をするもの
である。
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