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トポロジカルな同期現象：非線形物理と固体物理の融合
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あらまし　トポロジカル絶縁体に代表されるトポロジカル物質では，試料端に局在する特殊な固
有状態（エッジモード）が出現する．このトポロジカルエッジモードと同期現象を組み合わせる
ことで，２次元格子の端だけで同期し，内部ではカオスになるトポロジカルな同期状態の存在を
理論的に解明した．本講演では，ミニマルモデルのダイナミクスのシミュレーションやリャプノ
フ解析を行った結果を紹介する．
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Abstract Topological insulators exhibit edge modes localized at the edge of the sample. We here com-
bine the notion of topology and synchronization and reveal the existence of topological synchronization,
where nonlinear oscillators are synchronized at the edge, while they are chaotic in the bulk.
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1. 研究背景
数学のトポロジーは摂動や不純物に対するロバス
トさの起源として，物理でも広く重要な役割を果た
す．特に固体物理においては，バンド構造のトポロ
ジーを考えることで，トポロジカル物質と呼ばれる
非従来型の物質が発見された [1]．トポロジカル物
質では，バルクエッジ対応と呼ばれる原理によって，
系内部の周期構造（バルク）で定義されるトポロジ
カル指数と試料端に局在する固有状態（エッジモー
ド）の数が一致する．バルクエッジ対応は固体物理
に限らず，流体などの様々な古典系にも拡張されて
きたが [2,3]，非線形系への拡張可能性については未
解明である．
本研究では，２次元格子上に並べられた非線形振
動子間の結合をトポロジカル物質と同様に設計する
ことによって，トポロジカルな同期状態を実現でき

ることを明らかにした [4]．ここでトポロジカルな
同期状態とは，系の端の振動子のみが同期し，内部
の振動子はカオスとなる状態である．

2. 結果
トポロジカルな同期状態は一般に，格子上に配置
された非線形振動子間にトポロジカル物質のハミ
ルトニアンを模した適切な線型結合を導入すること
で実現することができる．特に，本研究では Stuart-
Landau振動子を考える．この時，系の非線形ダイナ
ミクスは以下のように記述される．
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ここで，𝑍 𝑗 (x), ( 𝑗 = 1, · · · , 𝑀)は位置 xにある 𝑗 番
目の振動子の複素状態変数，𝑀 は内部自由度の数を
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表す．また，線型結合は𝐻 𝑗𝑘 (x, x′)で記述される．線
型結合を導入しない場合，振幅

√
𝛼/𝛽かつ自然周波

数 𝜔 𝑗 (x) の振動が安定解となる．ただし，𝜔 𝑗 (x) に
は確率的に非一様性を導入し，線型結合なしでは周
波数が揃わない状況を考える．
線型結合を記述するハミルトニアン 𝐻 としては，
非エルミート性により固有値が複素数になること，
さらに固有値の虚部が最大となる固有状態はエッジ
モードに対応することを要求する．これにより，一
様な状態は線形不安定となり，代わりにエッジモー
ドに対応する端に局在した同期状態が出現する．

(a) (b)

図 1: (a)トポロジカル同期状態では，端で周波数が
揃い，内部では周波数がばらつく．(b) 数値的に得
られたリャプノフ指数には正になるものが存在する．
これらの図は [4]より引用した．

図 1(a)は式 (1)のダイナミクスを数値的にシミュ
レーションした結果を示す．数値シミュレーション
は，4次の Runge-Kutta法で行った．この図では，端
の振動子の周波数が揃い，同期している様子が確認
できる．一方で，格子内部の振動子たちは空間的（時
間的にも）不均一で，同期していないことが確認で
きる．
また，カオスな系の解析手法としてよく用いられ
るリャプノフ解析 [5]を行った．図 1(b)は数値的に
得られたリャプノフ指数を表す．正のリャプノフ指
数の存在は系のカオス性を意味する．さらに，リャ
プノフベクトルも計算すると，小さなリャプノフ指
数になるほど対応するリャプノフベクトルが端に局
在する様子が確認できる．このことは，端における
初期状態の微小摂動に対しては動的に安定であるこ
とを意味し，内部の振動子のみがカオスな振る舞い
をしていることを示唆する．

3. まとめと展望
本研究では Stuart-Landau振動子にトポロジカルな
線型結合を導入することで，端だけが同期し，内部は
カオスになるトポロジカル同期状態が実現できるこ
とを明らかにした．より最近の研究で，非線形トポロ

ジーのバルクエッジ対応は固有値問題の非線形拡張
に基づいて議論できることが明らかになった [6–8]．
しかし，先行研究の提案は散逸の効果を考慮してい
ないため，散逸非線形系へのトポロジーの基本原理
の拡張は今後の課題である．
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