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あらまし　機械を構成する部品の固有振動数は，機械構造物の振動特性を決定付ける重要な指標

である．所望の固有振動数となるように部品を設計または部品のパラメータを同定したいという

ニーズは製品の設計開発の現場でしばしば現れる問題である．本稿では，まず形状最適化問題の

解法として随伴変数法を示し，さらにその応用として材料定数同定問題の解法についても述べる．
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Solution method for shape optimization problems based on
natural frequencies and its application to material constant

identification problems.
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Abstract The natural frequency of the components is an important index that determines the vibration
characteristics of the machine structure. In product design, there is a demand for designing com-
ponents and identifying their parameters with desired natural frequencies. In this paper, the adjoint
variable method is presented as a method for solving shape optimization problems. Furthermore, as an
application, a method for solving the material constant identification problem is also presented.
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1. 背景
線形弾性体の形状を設計対象とした、固有振動数

の最大化あるいは最小化問題の解法が呉ら [1]によっ
て提案されている。この解法では形状の変化を写像

関数と考えて、その写像関数を設計変数とし、固有

振動数の設計変数に対する微分（形状微分）を求め

ることで、有限次元空間における勾配法と同様の解

法が関数空間において適用されている。形状微分の

導出には随伴変数法が用いられており、１回の有限

要素解析と比較的単純な演算のみで形状微分を計算

することが可能となっている。固有振動数の形状微

分が容易に計算できることを利用して、複数の固有

振動数が所望の値と一致するように線形弾性体の形

状を同定する手法 [2]も提案されている。その一方
で、有限個のパラメータを設計変数とする最適化問

題においても、固有振動数の設計パラメータに対す

る微分が随伴変数法で計算できる場合には、従来の

汎用的な最適化手法よりも効率の良い解法が構築で

きる可能性がある。
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本稿では、まず固有振動数を目的関数とする形状

最適化問題の解法を概観し、次に材料定数同定問題

に随伴変数法を適用した解法を示す。

2. 線形弾性体の固有振動問題
線形弾性体 Ωの固有振動数を f、固有振動モード

を uとする。uの許容集合を U とする。この時、線

形弾性体の固有振動問題は、任意の関数 v ∈ U を用

いて、以下のような弱形式で記述できる。

a(u, v) = (2π f )2b(u, v) ,∀v (1)

a(u, v) ≡
∫
Ω

Di jklui, jvk ,ldΩ (2)

b(u, v) ≡
∫
Ω

ρuividΩ (3)

ただし、ρは線形弾性体を構成する材料の質量密度、

Dは弾性テンソルである。

3. 形状最適化問題の解法
線形弾性体の形状変化を写像関数 ϕと表記し、目

的関数を f、設計変数を ϕとする最適化問題のラグ

ランジュ関数を次式のように定義する。

L( f ,ϕ, u, v) ≡ f + a(u, v) − (2π f )2b(u, v) (4)

この時、f ,ϕ, u, vの微小変動量をそれぞれ f ′,φ, u′, v ′

と表記し、これらの微小変動量に対するラグランジュ

関数の変動量は次式で表される。

L ′( f ′,φ, u′, v ′) = f ′ − (8π2 f f ′)b(u, v)

+ a(u′, v) − (2π f )2b(u′, v)

+ a(u, v ′) − (2π f )2b(u, v ′)

+

∫
Γ

Gν · φdγ (5)

ただし、Γは Ωの境界、ν は Γ上で定義される単位

法線ベクトルである。ここで、次式を満足する f , u, v

を求める。求められた v を随伴変数と呼ぶ。

a(u′, v) = (2π f )2b(u′, v) ,∀u′ (6)

a(u, v ′) = (2π f )2b(u, v ′) ,∀v ′ (7)

(8π2 f )b(u, v) = 1 (8)

求められた f , u, v を式 (5)に代入すると、形状の微
小変動量 φ に対する固有振動数の変動量 f ′ の関係

が得られる。

L ′ = f ′ =
∫
Γ

Gν · φdγ (9)

G ≡ Di jklui, jvk ,l − (2π f )2ρuivi (10)

H1 勾配法は、次式を満足するように φ を求めて形

状更新を繰り返して最適形状を求める方法である。

αa(φ,w) +
∫
Γ

φ · wdγ =
∫
Γ

Gν · wdγ ,∀w (11)

4. 材料定数同定問題の解法
線形弾性体の弾性テンソル Dが有限個のパラメー

タによって陽に求められるものとする。例えば、等

方性材料では２個、直交異方性材料では９個のパラ

メータで弾性テンソルを決定できる。これらの有限

個のパラメータを設計変数として、固有振動数を最

大化または最小化する最適化問題を考える。設計変

数の一つを xdとして、以下のようなラグランジュ関

数を定義する。

L( f , xd, u, v) ≡ f + a(u, v) − (2π f )2b(u, v) (12)

前節と同様の導出過程を経て固有振動数 f の xd に

対する微分は次式のように求められる。

∂ f
∂xd
=

∫
Ω

∂Di jkl

∂xd
ui, jvk ,ldΩ (13)

設計変数に対する目的関数の微分が計算できれば、

勾配法に基づいて最適解を探索することができる。

次に、設計変数ベクトルを x = (x1, . . . , xn)T 、複
数の固有振動数を f (x) ≡ ( f1(x), . . . , fm(x))T と表記
した時に、それぞれの固有振動数が所望の値 f̄ ≡
( f̄1, ..., f̄m)T と一致するように設計変数を同定する問
題を考える。式 (13)に基づいて、各設計変数に対す
る各固有振動数の微分を計算して次式のような行列

Gを定義する。

G ≡


∂ f1(x)
∂x1

· · · ∂ f1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂ fm(x)
∂x1

· · · ∂ fm(x)
∂xn

 (14)

m = nであれば、次式を繰り返して最適解を探索する

ことができる。m , nでも適切な解法が構築できる。

x(t+1) = x(t) + G−1( f (x) − f̄ ) (15)
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